
 

 

 

ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  

ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΙ ΕΠΑ.Λ (ΟΜΑ∆Α Β) 

∆ΕΥΤΕΡΑ 28 ΜΑΪΟΥ 2012 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ – ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 
Α1, Α2, Α3 Θεωρία σχολικού βιβλίου  

Α4 α – Σ β – Σ  γ – Λ  δ – Λ  ε – Λ  

 

ΘΕΜΑ Β 
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( ) ( ) ( )( )2 2
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Ο z κινείται σε κύκλο µε κέντρο Ο(0, 0)  και R = 1 
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O A Β  = ορθογώνιο 
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Β4 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 

( ) ( )

( ) ( )
2 2 2

1
f ' x ln x x 1

x

x 1 x 11 1 1 x 1
f '' x 0 για κάθε x 0

x x x x x

= + −

− − +
= + = + = > >

 

άρα η f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο ( )0,+∞  

παρατηρώ ότι ( )f ' 1 0=  άρα 0x 1=  κρίσιµο σηµείο 

 

Άρα για κάθε 0 x 1< <  έχουµε ( ) ( ) ( )f ' x f ' 1 f ' x 0< ⇔ <  δηλ ( ]f στο 0,1 .↓  

Ο(0,0) 

Α 

Α΄ 

Β 
Β΄ 



 

( ) ( ) ( )για κάθε x 1 έχουµε f ' x f ' 1 f ' x 0> > ⇔ >  δηλ f ↑  στο [ )1,+∞  

 

Θα βρώ τα όρια στο 0x 0+=  και στο +∞  

( ) ( )
x 0 x 0
lim f x lim x 1 ln x 1

+ +→ →
=  − −  = +∞   

( ) ( )
x x
lim f x lim x 1 ln x 1
→+∞ →+∞

=  − −  = +∞   

 

  x - ∞         0                         1                                +∞  

f΄  - + 

f  +∞  

 

 

+∞  

             O.E. 

                         

ΟΕ  ( )f 1 1= −  

[ )fΣT 1,= − +∞  

 

Γ2. 
x 1 2013 x 1

x e ln x 2013
− −= ⇔ =  

( ) ( )x 1 ln x 2013 x 1 ln x 1 2012− = ⇔ − − =  

( )f x 2012=  

Παρατηρώ ότι η f  παίρνει την τιµή 2012 στο διάστηµα ( )0,1  διότι έχει ( )ΣΤ 1,= − +∞  και στο 

[ )1,+∞  διότι έχει [ )ΣΤ 1,= − +∞  

 

Γ3. 

( ) ( )1 2f x f x 2012= =  µε 1 2x x<  

( ) ( )
x2012 ex

h x e f x
− ⋅

=  µε ( ) ( ) ( )
x2012 exh ' x e f x f ' x

− ⋅
=  +    

• [ ]1 2h συναρτ. στο x , x  

• ( )1 2h παραγ. στο x , x  

• ( ) ( )1 1x x

1 1h x e f x 2012 e 0= − ⋅ =  

• ( ) ( )2 2x x

2 2h x e f x 2012 e 0= − ⋅ =  

 

Άρα εφαρµόζεται το Θεώρηµα Rolle και άρα υπάρχει 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0x x

0 1 2 0 0 0

0 0

x x ,x :h ' x 0 e f ' x f x e 2012

f ' x f x 2012

 ∈ = ⇔ + − ⋅ ⇒ 
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Γ4. 

( ) ( ) ( )g x f x 1 x 1 ln x= + = −  

( ) ( )g x 0 x 1 ln x 0 x 1= ⇔ − = ⇔ =  
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( )
e

1
E x 1 ln x dx= −∫  

Όµως ( ) [ ]x 1 ln x 0 για κάθε x 1,e− ≥ ∈  

Άρα ( )
e
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e e

1 1
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x x 1
E x 1 ln xdx x ln x x dx

2 2 x

    
= − = − − −    

    
∫ ∫  
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x x
x ln x 1 dx

2 2

    = − − −    
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∫  

e e2
2
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x 1
x ln x x x

2 4

    = − − −       
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−
= − − + + − = − =  τ. µ. 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1 Θεωρώ  

( )( ) ( )

2x x 1 2

1

2

x x
h(x) f (t)dt , µε x 0

e

2x 1
h (x) f x x 1 2x 1 , για κάθε x 0,

e

− + −
= + >

−
′ = − + − + ∈ +∞

∫
 

Παρατηρώ ότι h(1) = 0 

Άρα ισχύει h(x) h(1)≥  για κάθε χ>0 

Άρα η h παρουσιάζει ελάχιστο στο x0=1 και επειδή το 1 είναι εσωτερικό σηµείο η h παρουσιάζει 

ακρότατο στο x0=1 και είναι παραγωγίσιµη από το Θ. Fermat 

1 1
h (1) 0 f (x) 0 f (1)

e e
′ = ⇔ + = ⇔ = −  

• f συνεχής στο (0, +∞ ) 

• f (x) 0≠  

• 
1

f (1) 0
e

= − <  

Άρα f(x)<0 για κάθε x>0 
x

1

ln t t
Τότε ln x x dt e f (x)

f (t)

Θεωρώ Ρ(x) ln x x, x 0

1 1 x
P (x) 1

x x

 −
− = + 

 
= − >

−′ = − =

∫
 

   - ∞         0                         1                                +∞  

Ρ΄  + - 

Ρ   

 

 

 

 



 

 

 

Ολικό µέγιστο: Ρ(1) = -1 

Άρα P(x) 1 0≤ − <  για κάθε x>0 

Άρα 
x

1

ln t t
dt e 0

f (t)

−
+ ≠∫  

Άρα 
x

1

ln x x
f (x)

ln t t
dt e

f (t)

−
=

−
+∫

 

Άρα η f(x) είναι παραγωγίσιµη ως πράξεις παραγωγίσιµων συναρτήσεων. 

Τότε 
x

1

ln x x ln t t
dt e

f (x) f (t)

− −
= +∫   παραγωγίζοντας βρίσκουµε: 

ln x x ln x x

f (x) f (x)

′ − −
= 

 
 

Άρα x

x

ln x x ln x x
c e f (x)

f (x) c e

− −
= ⋅ ⇔ =

⋅
 

1 1 1
f (1) c 1

e c e e
= − ⇔ − = − ⇔ =

⋅
 

∆ηλαδή ( )xln x x
f (x) f (x) e ln x x

f (x)

−−
= ⇔ = −  

∆2 

( )( )
x 0 x 0
lim f (x) lim x 1 ln x

+ +→ →
= − = −∞  

Θεωρώ 2 1
P(x) f (x)ηµ f (x)

f (x)
= −  

1
Θέτω u όταν f (x) , u 0

f (x)

−= → −∞ →  

1
u

f (x) (:)
2

2 2
x 0 u 0 u 0 DHLx 0 τότεu 0

(:)

u 0 u 0
DHL

1 ηµu 1 ηµu u
Άρα lim f (x)ηµ f (x) lim lim

f (x) u u u
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∆3 

( )

( )

x

α

x

x x x

F(x) f (t)dt

F (x) f (x) e ln x x 0, Fφθίνουσα

1 1
F (x) e ln x x e 1 e ln x x 1 0 άρα F κυρτή

x x

−

− − −

=

′ = = − <

   ′′ = − − + − = − + + − >   
   

∫
 

• F συνεχής στο [x, 2x], [2x, 3x] 

• F παραγωγίσιµη στο (x, 2x), (2x, 3x) 

 

Άρα εφαρµόζεται το Θ.Μ.Τ. στα [x, 2x], [2x, 3x] και άρα υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈(x, 2x), (2x, 3x) 

αντίστοιχα έτσι ώστε: 



 

1

2

F(2x) F(x) F(2x) F(x)
F (ξ )

2x x x

F(3x) F(2x) F(3x) F(2x)
F (ξ )

3x 2x x

− −′ = =
−
− −

′ = =
−

 

( ) ( )F

1 2 1 2Όµως ξ ξ F ξ F ξ

F(2x) F(x) F(3x) F(2x) 2F(2x) F(x) F(3x)

′↑ ′ ′< → <

− < − ⇔ < +
 

 

∆4. 

( ) ( ) ( ) ( )h x 2F x F β F 3β= − −  

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h συνεχής στο β,2β

h β 2F β F β F 3β F β F 3β= − − = −
 

Όµως 
F

β 3β F(β) F(3β) h(β) 0
↓

< ⇒ > ⇒ >  

Άρα ( )h β 0.>  

 

( ) ( ) ( )h 2β 2F 2β F 3β F(β) 0= − − <  

άρα εφαρµόζεται το θεώρηµα Bolzano και υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξ β,2β : h ξ 0 F β F 3β 2F ξ∈ = ⇒ + =  

Επειδή h (x) 2F (x) f (x) 0 για κάθε x 0′ ′= = < >  τότε η h είναι γνησίως φθίνουσα, δηλαδή 1 – 1 άρα 

η ρίζα x = ξ είναι µοναδική. 


